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LOI NOI bAU

Tai lieu nay duge bién soan danh cho chuong trinh “Gip gd Toan hoc lan tha III” duge td
chifc tai thanh phé H6 Chi Minh tir ngay 8/8 dén ngay 14/8 ndm 2011 danh cho céc hoc sinh,
sinh vién va gido vién chuyén Toan. Tuy vay, day khéng hin 1a tap hop cac bai gidng sé dugc
trinh bay tai céc 16p hoc cia chuong trinh ma la tuyén tap cic bai viét hoan chinh cia céc
chuyén gia, cac thay gido, cic sinh vién va hoc vién cao hoc vé cac chti dé bdi dudng hoc sinh
giéi Toan. Vi thé, c6 thé coi tai lidu nay 13 mét cubn sach doc lap danh cho hoc sinh va giso
vién chuyén Toan. Ban bién tap da nhan dugc nhitng bai viét c6 chit lugng tét duge gii tit
khip moi mién dit nudc. Chi dé clia cac chuyén dé 1an nay rai déu tit cd céc phan mon: S6
hoc, T hop, Giai tich, Dai s6, Hinh hoc va tudi cla cac tac gid ciing rai déu tir 20 dén 65.
Diéu nay mot lan nita cho thiy sy tng hd clia nhitng ngudi yéu toan danh cho chuong trinh
“Gap gd Toan hoc” noéi rieng va phong trao chuyén Toan néi chung khéng bao gis can va ludn
& muc cao nhét.

Chiing t6i tran trong dua vao tai liéu nhitng tai lieu da tré thanh kinh dién: chuong Ham sb
s6 hoc trich tit cudn sach “Sé hoc Thuat toan” ciia GS Ha Huy Khoai va TS Pham Huy Dién,
bai gidng vé T6 hgp ctia thay Nguyén Khic Minh trinh bay tai khéa bdi dudng giso vien Toan
mua Déng ndm 1996. Xin cAm on GS Ha Huy Khoai va thay Nguyén Khic Minh da nhan 13i
tham gia gidng bai tai trudng he dé truyén lita cho cic ban hoc sinh ¢ phia Nam néi riéng va
phong trao day va hoc Toan & phia Nam néi chung.

RAt tiéc 1a ching tai khong kip dua bai viét cia GS Ngo Bao Chau vao cubn ky yéu lan nay.
Tuy nhién ching t6i sé giti ting ban doc ban viét tay ctia GS danh cho trudng he. Sy tng ho
ctia GS Ngo Bao Chau ciing nhu sy khich 1é cia GS Ngo Viét Trung, GS Nguyén Vin Mau,
GS Lé Tuén Hoa 12 mot ngudn cd vii 16n lao cho cac thanh vien BTC.

Ching t6i tran trong cam on truong Dai hoc Khoa hoc Ty nhién, dic biét 14 PGS TS Duong
Anh Dic va PGS TS Dang Ditc Trong da ing ho va hd trg moi mit cho nhimg ngudi thyc
hién chuong trinh. Cim on nha in Dai hoc Qubc gia thanh phd H5 Chi Minh da hoan thanh
tot cong viéc clia minh véi tinh than trach nhiém cao nhat. Ban bién tap chan thanh cdm on
céc ban Lé Phic Lit (sinh vién ndm 2 trudng Dai hoc FPT) va ban Lé Viét Hai (hoc sinh lép
12 trudng Phd thong Ning khiéu) da c6 nhidu déng gép cho viéc bién tap.

Cubi cung chiing t6i muén cdm on Coéng ty ¢ phan Gido duc Titan da tao nhitng didu kien
t6t nhét va hd trg tbi da dé Ban bién tap c6 thé hoan thanh cubn tai liéu nay.

BAN BIEN TAP
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VE CAC HAM SO HOC
- Ha Huy Khodi -~ Pham Huy Diénl-2

Khi nghién citu cac s6 nguyén, ta thudng lam viéc véi cac dai lugng nhu: sb cdc uée clia mot
s0 nguyén t6 cho trude, tdng céc uéc clia né, téng cac liy thita bac k cla cac udc, ... N goai
nhing vi du d6 con ¢6 nhiéu ham s6 hoc quan trong khac. Trong bai viét nay, ta sé di qua mot
vai ham quan trong, dic biét 14 ham Euler, mot trong nhimg ham s hoc quan trong nhét.

1 Dinh nghia
Dinh nghla 1. Ham s hoc tic la ham gdc dinh trén tap hop cde sé nguyén duang

Dinh nghia 2. ‘Mot ham sé hoc f duge gos la nhan tznh néu vdi moi m, n nguyen to ciing
nhau, ta c6 ding thitc :
f(mn) = f(m)f(n).

Trong truong hdp didng thic trén ding vdi moi m, n (khong nhat thzet nguyén t6 cung nhau),
ham f dugc goi la nhan tinh manh.

Nhitng vi du don gidn nhét vé ham nhan tinh (manh) 1a f(n) =n va f(n) = 1.

Dé chutng minh tinh chit sau day néu f 1a mot ham nhan tinh, n 13 sé nguyén duong c6 khai
trién thanh thita s nguyén t6 dang n = PI'pa? - - pp¥, thi f(n) duge tinh theo cong thitc

£(n) = FE™)F(22) - F ).

2 Phi-ham Euler

Trong céc ham s6 hoc, ham Euler ma ta dinh nghia sau day c6 vai trd rét quan trong.

Dinh nghia 3. Phi-ham Euler ¢(n) la ham s6 hoc'cé gid tri tai n bing sé cdc s khong vugt
qud n va nguyén té cing nhau vdi n.

Vi du. Tt dinh nghia ta c6 ¢(1) = 1 ¢(2) =1, 4(3) = 2, ¢(4) = 2, 4(5) = 4, 4(6) =
¢(7) =6, 6(8) = 4, $(9) = 6, $(10) =
- Tirdinh nghia trén day, ta c6 ngay hé qua tryc tiép: 6 p la nguyén té khi va chi khi ¢(p) =

Néu dinh ly Fermat bé cho ta cdng cu nghién citu ddng du modulo mot sé nguyén t6, thi
Phi-ham Euler dugc diing dé xét dong du modulo mdt tap hgp so Trudc khi di vio van dé dé,
ta cAn mét s6 dinh nghia sau.

Dinh nghia 4. Hg thdng du thu gon modulo n la tap hop ¢(n) sé nguyén sao cho méi phin
tu cia tdp nguyen té cung nhay vdi n, va khong c6 2 phan ti nao dong du vdi nhau modulo n.

1Vien Toan hoc.
- 2Bai viét dugc trich trong cudn sach “So hoc Thuat toan” cha cdc tac gid xudt ban nam 2003 tai Nha xuit
ba.n Dai hoc Quéc gia Ha Noi.



2 " Céc chuyén dé bdi dudng hoc sinh giéi Toén

N6i cach khac tit he thing du ddy dd modulo n, dé lap hé thing du thu gon, ta chi gid lai
nhitng gi4 tri ndo nguyén t6 cung nhau véi n.

Vi du. Céc s6 1,.2, 3, 4, 5, 6 lap thanh hé thing du thu gon modulo 7. Déi véi modulo 8, ta
c6thélay 1, 3, 5, 7.

Dinh Iy 1. Néury, o, ..., Tem) & mot hé thing du thu gon modulo n, vi a la s6 nguyén
duong, (a, n) =1, thi tdp hdp ary, arg, ..., arym) cing la hé thing du thu gon modulo n.
Chitng minh. Ching t6i danh ching minh dinh 1y nay cho doc gia. a

Dinh Iy trén day éuoc dung dé chiing minh mé rong ctia dinh 1y Fermat bé. |
Dinh 1y 2 (Euler). Néum la s6 nguyén duong va a la s nguyén té cing nhau vdi m, thi
a®™ =1 (mod m).

C’hﬂng minh. Ta lap_luén hoan toan tuong ty nhu trong dinh 1y Fermat bé. Gia st ry, 7o,
..., Te(m) 1& thiing du thu gon mod m, 18p nén tir cic s6 nguyén duong khéng vugt qua m va
nguyén té cung nhau v6i m. Theo dinh Iy 1, ary, aro, ..., argm) cing la mot hé thing du thu
gon. Khi d6 thing du duong bé nhéat clia he nay sé 1a tap hop 71, 9, ..., Te(m) sEp xép theo
mot thd ty nao d6. Ta cé

| (ar1)(arg) -+ (aTg(m)) = TiT2*Tgm) (mod m).

Nhu vay,
a¢(m)fr1r2 e 1"¢(m) =Triro--- Td,(m) (mod m)

T d6 suy ra dinh ly. O

Dinh 1y Euler c6 thé ding dé tim nghich ddo modulo m. Ching han néu a vd m la céc sb
nguyén tb ciing nhau, ta c6 a-a*™~! =1 (mod m), titc 14 a®™ -1 chinh la nghich do clia a
modulo m. T d6 cling suy ra nghiém clia phuong trinh déng du tuyén tinh az = b (mod m),
v6i (a, m)=11a

' z = a®™~1 (mod m).

Dinh 1y 3. Phi-ham Euler la ham nhan tinh.

Ching minh. Gia st m, n 13 hai s6 duong nguyén t6 cing nhau. Ta cin chdng t6 ring
$(mn) = $(m)¢(n).

Ta sdp x&p tit cd cac sb nguyén duong khong vugt qua mn thanh bang sau

1 m+1 2m+1 ... (n—-1)m+1
2 m+2 2m+2 ... (n—-1)m+2
r m+r 2m+r ... (n—=m+r
m  2m 3m - ... mn

Gid sit r 1a sb nguyén khong vuot qua m, va (r, m) = d > 1. Khi dé trong hang thit r khong
c6 sb nguyén ndo nguyén td cing nhau v6i mn. Vi thé dé tinh ¢(mn), ta chi cdn quan tam
céc sb trong hang thd r véi (r, m) = 1. Céc sb trong hang nay déu nguyén t6 ciing nhau véi
m. Mit khac dé& thiy ring céc sb trong hang ndy lap thanh mot hé thing du diy di modulo
n. Do d6 ¢6 ding ¢(n) sb trong hang nguyén t6 cung nhau véi n, tic la trong hang c6 ¢(n) sé
nguyén t4 cing nhau véi mn. Ca thay c6 ¢(n) hang nhu vay, dinh ly dugc ching minh. O
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Nhd tinh chit nay ta cé ngay cong thic Phi-ham Euler.

Dinh ly 4. Gid st n = pi*p3? - - - pi* la phan tich cda n thanh thua so‘ nguyén t6. Khi dé ta cé

r=n(=3) (5) (=5

Chu’ng minh. Do Phl-ham Euler la ham nhan tinh nén ta chi can ching minh ring, véi moi
sb nguyén tb p, thi

o(p*) =p* —p*".

That vay, cic s6 nguyén duong khong vugt qua p* va khong nguyén t6 cung nhau véi p phai
cb dang sp v6i s nguyén duong nao d6. Cé ding p*~! s6 nhu vay. Do dé sb cac sb khong vugt
qué p* vA nguyén t6 cling nhau véi p* ding bing p* — p*~ a

Tinh chit quan trong sau day clia Phi-h.am thudng dugce sit dung v& sau.

Dinh ly 5. Gid s n la mét sé nguyén duong. Khi dé

> é(d) =n,

d|n
trong dé tong dugc 18y theo moi wdc cia n.

Chitng minh. Ta phan cic sb nguyén tit 1 dén n thanh ting nhém Cj sao cho m € C, khi
va chi khi (m, n) = d, tic 1a khi va chi khi (2 D 3) = 1. Nhu vay, s6 phéan tt clia C; diing béng
sb cac sb nguyén khong vugt qué L va nguyén t cung nhau véi 2 Z, tic la bang ¢ ( d) . Ta cb

n

n=3"4(3):
) d|n

Khi d chay qua moi udc ciia n thi & ciing chay qua moi uéc ctia n, dinh ly dugc chitng minh. O

Nhan zét. Céc tinh chit clia Phi-ham Euler dugc st dung dé tinh ddng du cla nhimg lay
thita rit 16n. Chéng han, ta cin tinh a” mod &, trong d6 n 1a mot sé nguyén 16n. Gia st ta c6

k—pi":vz eepye.

Khi d6 a#®*) = 1 (mod p& ) Tit day suy ra néu N 1a boi chung nhé nhét ciia céc sé ¢(pf*)
thi a¥ = a (mod k). Do dé, viét n = Ng+r véi r < N, ta dugc

a”=a" (mod k).
Vi du. D& tinh 21000000 o4 77, ta thyc hién nhu sau: Ta ¢6
7=11-7, #(7)=6, &(11)=10.
Boi chung nhé nhat cta 6 va 10 14 30, do d6 - )
2%=1 (mod 77).
Mat khéc, d& dang kidm tra dugc 1000000 = 30 - 33333 + 10. Vi vay,
21000000 = 210 = 23 (mod 77).



4 Céc chuyén dé bdi dudng hoc sinh giéi Toén

3 SO hoan hao va so nguyén té6 Mersenne

Muc nay danh dé md t4 mot dang dic bigt clia s6 nguyén td, cé vai trd quan trong trong ly
thuyét va tng dung. Ta bt ddu bing moét sé ham sb hoc quan trong.

Dinh nghia 5. Ham 7(n), sé cdc udc, c6 gid tri tai n bing sé cdc wdc duong cia n. Ham
o(n), tong céc wdc, c6 gid tri tai n bing téng cdc wdc duong cia n. N6i cdch khdc, ta cd

7(n) = Zl, a(n) = Zd.

d|n o dln
Vi du. Néu p 13 mot s6 nguyen t6 thi 7(p) =2, o(p) =p+ 1.
) Dinh Iy 6. 7(n) va o(n) la cdc ham nhan tinh.
D& thiy ring, dinh 1y trén éuy ra tit bd dé sau.

B dé 1. Néu f la ham nhan tinh, thi

F(n)=>)_ f(d) ,

d|n
cting la ham nhan tinh.

Chatng minh. Gia st m, n la cic s6 nguyén duong nguyén t6 cing nhau. Ta ¢6

F(mn)=>_ f(d).

d|mn
0

Vi (m, n) = 1, moéi udc d ctia mn c6 thé viét duy nhit dusi dang d = did; trong d6 dy, ds
tuong tng 13 udc clia m, n, va dy, dz nguyén t6 cung nhau, do vay ta c6

Fimn)= Y fld).

dllm,d2|n

Vi f 12 ham nhan tinh va (d;, d2) =1 nén

Fimn)= > fd)f(d)= | fd)] |d_ f(ds)| = F(m)F(n).

dy|m,d2 |n dy|m ‘ da |n
B3 dé& dugc ching minh. O
St dung dinh 1y , ta c6 ngay cong thitc sau day cho cac ham 7(n) va o(n).

Dinh 1y 7. Gid sttn c6 phan tich ra thita s6 nguyén té lan=pPpy--- prr. Khi do ta c6

k _aj+1 k
p —1
on) =[] Z—=, () =(a+1)(aa+1)--(a+1)=[J(e5+ 1)
o1 Pl =1
Chitng minh. Chung t6i danh chitng minh nay cho doc gia. O

Do céc quan niém thin b, ngudi ¢ Hy Lap quan tam dén cc sb nguyén bing tdng tat c& cac
wéc duong thyce sy ciia né. Ho goi céc sb d6 1a cac sé hoan hdo.
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Dinh nghia 6. $6 nguyén duong n dugc goi la s6 hoan hdo néu
o(n)=2n.
v i‘ du Cac sb 6, 28 1a céac sb hbém hédo vi |
" a(6) = 1+2+3+6= 12, 0(28)=1+2+4+7+ 14+ 28 = 56.
Dinh ly sau day du’OC biét tit thoi Hy Lap.

Dinh 1y 8. S8 nguyen duang chén n la s6 hoan hdo khi va chi khin = 2™1(2™ — 1), trong
do m la mot s6 nguyén sao cho m >2 v 2’" —1 la s6 nguyén to. '

Ching minh. Trudc tién, gid st ring, n c¢6 dang nhu trén. Vi o 1a him nhan tinh, ta c6
o(n) = c7(2"‘_1)a(2"1 —1).
Tit cong thic ctia ham o va gia thiét 2™ — 1 la sb nguyén t6, d& thiy rang o(2™ 1) =2m — 1,
o(2™ —1) =2™, va do d6 o(n) = 2n. Didu nay ching to n la s6 hoan héo.
Nguoc lai, gid sit n 12 s6 hoan héo chin. Viét n dudi dang n = 2%, trong d6 s, t 1a céc sb
nguyén duong, ¢ 18, ta dugc '
a(n) = a(2t) = o(2°)o(t) = (2°! — D)o (t).
Vi n la s6 hoan héo nén o(n) = 2n = 2°+'t. Nhu vay, 2°*' | o(t). Gid st o(t) = 2°Fq, thi
(,284-1. _ 1)2s+1q — 2s+1t,
tac lag|t va g # t. Maf-khé,c taco |
b= (2 -1+ g=2"g=0(2).

Ta sé ching t6 ring ¢ = 1. That vay, néu ngugc lai, ¢ c6 it nhit 3 uéc khac nhau 1a 1, ¢, ¢, do
dé o(t) > t+ g+ 1, mau thuin véi déng thitc vita ching minh. Vay o(t) =t + 1, c6 nghia t 1a
sb nguyén tb. D1nh 1y dugc chitng minh. O

Nhu vay dé tim céc s hoan h&o, ta cin tim cic sb nguyen tb co6 dang 2™ —1.

Dinh nghia 7. Gid st m la mot 56 nguyen duong, khi dé M = 2™ — 1 dugc goz la s
Mersenne thi m. Néu p la s6 nguyén t6, va M, cing nguyén t, thi M, dudc goi la sé nguyén
to Mersenne.

Vi du. My, Ms, Ms, M7 1a céc sb nguyén t6 Mersenne trong khi Mi; 12 hop sé.

Cé6 nhiéu dinh 1y khic nhau diing.dé xac dinh sb nguyén t6 Mersenne. Ching han nhd dinh ly
sau day, ta c6 thé kiém tra nhanh chéng dya vao dang clia cac udc nguyeén té cia sb Mersenne.

Dinh 1y 9. Néu p 1a mot s6 nguyen t6 I, thi moi wdc nguyén t8 cia s6 Mersenne M, déu c6
dang 2kp + 1, trong dé k la s6 nguyén duong. :

Chatng minh. Gis st ¢ 1 mot wdc nguyen td ciia M,. Theo dinh 1y Fermat bé, ¢ | (2‘1 1)

Lai c6 (2° — 1, 2971 — 1) = 2(9-1) — 1, Uéc chung nay 16n hon 1, vi n6 13 mot boi cda ¢. Do’
dé, (p, ¢ — 1) = p, vi p 12 mdt s6 nguyén t6. Ta c6 ¢ =mp+ 1, va vi ¢ 18 nén m = 2k, dmh ly
dugc chiing minh. , : ‘ . . O



